Chapitre 1 
Integrate sur [a, b] 



Definition : Soit I = [a, b] un intervale de R avec a etb deux elements 
de M (a<b), on appelle subdivision de [a;b] toute famille finie : 

xo = a < x\ < < Xk < < x n = b 

Dans ce cas on note 5 n = max{(xj+i —Xi)/i = 1; 2; ; n — 1} et on l'appelle 

le pas de la subdivision . 
Exemple : 

1. Prenons le cas de / = [0, 1]. 

-£o=0<xi = ^<X2 = l est une subdivision de I et il est claire 

que son pas est egale a 8 = ^ 
- xo = 0 < xi = | < X2 = \ < X3 = | < X4 = 1 est une autre 

subdivision du meme intervale I mais cette fois le pas est egale a 

s=l 

- Xo = 0<X 1 = i<X 2 = f<X 3 = f<X4=|< < X n = I = 1 

est une sudivision de I avec le pas 5 = ^ 

2. Dans le cas ou 7 = [a, b], on peut considerer la subdivision uniforme 
suivante : 

x 0 = a < xi = a + < x 2 = a + 2.^ < x 3 = a + < x k = 

a + k.^f^ < .... < x n = b c'est une subdivision uniforme de I dont le 
pas S n = \ 
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Fonction en escalier : 
Definition : 

On appelle fonction en escalier sur I = [a, b] toute fonction <f> : [a, b] — ► R 
telle que il existe une subdivision xq = a < x\ < < x n = b de [a, b] avec : 



ip/]xi-i,Xi[= Xi = constante 

pour tout i = 1; 2; ...; n. 



Definition : 

Soit (f> : [a, b] — ► M. une fonction en escalier sur [a, b] , alors on definie 
I'integrale de (ft sur [a,b] par : 



rb n 
I 4>{x)dx = ^2 ^i( X i 
Ja i=l 



Definition : 

Soit f : [a, b] — > R une fonction , xq = a < X\ < < x n = b une 

subdivision de [a, b] donnee ; avec le pas S n . 

Dans chaque intervale [x p -i,x p ] On choisit un element £ p . 

On appelle somme de Riemann de f relativement a la subdivision (xj)o<i<n-i 

, au pas S n , et au elements (£ p ) p la quantite : 



n 

Sn = ^]( x p — x p-l)-f{£,p) 
p=l 



On dit que f est integrable au sens de Riemann sur [a, b] si : quand 5 n — > 0 (le 

rb 

pas tend vers zero ) la suite S n tend vers une limite finie notee : I f{x)dx 

J a 

Proprietes : 

Soit / : [a, b] — > R et g : [a,b] — > R deux fonctions integrables au sens de 
Riemann sur [a, b] et A 6 R alors on a les proprietes suivantes : 



' (f + Xg)(x)dx= f f{x)dx + \f g{x)d. 

a J a J a 

2. Si / > 0 [ b f(x)dx > 0 

J a 
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/b rb 
f(x)dx > / g{x)dx 
a J a 

4. | f f(x)dx\ < f | f(x) | dx 

J a J a 

5. Relation de Chasle :por tout a < c < b on a : 

/b rc rb 

f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx 
a J a J c 

/a rb 
f(x)dx = — f(x)dx 
b J a 

7. / f(x)dx = 0 , pour tout a£i 

J a 

Theoreme : 

Toute fonction continue sur un intervale [a; b] est integrable au sens de 
Riemann . 

Somme de Riemann pour les fonctions continues : 

Soit / : [a, b] — > R une fonction continue ; alors les deux suites suivantes 

un = ~ E f(a + kS±^),et, v n = I £ f(a + k.^-) 

k=0 k=l 



sont convergentes vers la meme limite ;et on a 

\i n = lim v„ = ^ — / 

n— »+oo 

Exemples : 



1 Z" 6 

lim u n = lim v n = — - I f(t)dt 
i^+oo n— >+oo 0 — aJa 



1. Calculer la limite de la suite suivante . 

_ VI+V2 + + ^ 

Un — / — 

n.\Jn 

II est claire qu'on a pas a faire a une suite ordinaire : 

En effet u„ = -(J- + \ - + + \ -) est une suite de Riemann et 

n n V V n V n Y n 

on a : 



lim n n = / \fxdx 

n-»+oo 1 — 07 0 
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2. Calculer la limite de la suite suivante 



1 n 

i E P 



n 



\/n 2 + p 2 



p=0 

De la meme maniere que precedement cette suite est une somme de 
Riemann car 



i n p 



2 



pour la fonction f(x) = , x 2 et a +p^—^ = - et done a = 0 et b = 1 



et done ona lim i; n = / f(x)dx = [y/l + x 2 ]q = y/2 — 1 

n^+oo JO 

Primitive : 

Soit f une fonction definie sur un intervale I , une fonction F est dite une 
primitive de f sur I si et seulement si : 

1) F est derivable sur I. 

2) Vx G I,F'(x) = f(x). 
Notation : 

Dans ce cas on note 

F(x) = J f(x)dx 

Remarque : 

Si G est une autre primitive de / sur / alors F — G = const. 
Proposition : 

Soit / une fonction continue sur [a, b] et F une primitive de / sur [a, b] alors 



J £ 



f(x)dx = F(b) - F(a) 



Proposition : 

rx 

Soit / une fonction definie et continue sur [a, b] , alors la fonction / f(i)dt 

J a 

est une primitive de / sur [a, b] . 
Primitives usuelles : 



dx = ^p[X a+l si a / — 1. 



2. ldx = Ln(\x\ 
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3. J cos(x)dx = sin(x) + c. 

4. J sin(x)dx = —cos(x) + c 

5. = Arctg(x) + C 

6. y = ^csm(x) + C 

7 - / - 7 fy = Arccos(x) + C 



Exemple : 

Calculer I = J x\x\dx 

On a / = -f xHx + H xHx = -|[|z 3 ] 0 -i + glk'lo = "5 + 5=0. 
Theoreme de la moyenne : 

Soit f : [a, b] — ► R g : [a, 6] — ► R c?eM£ fonctions continue , avec f(x) > 0 
s?/r [a, b] ; alors il existe c £ [a, b] tel que : 

f ' f{t)g(t)dt = g{c) ff{t)dt 

J a J a 

Demonstration : 

puisque g est continue sur [a, b] alors il existe m et M dans R tel que 
g([a,b]) = [m,M] avec m = min{g(x)/x £ [a, b]} et M = max{g(x)/x G 
[a,b]}. 

Done pour pour tout x G [a, 6] on a m < ^(x) < M et par suite on a : 
m/ /(t)d*< / f(t)g(t)dt < M [ f(t)dt. 

J a J a J a 

/ f(t)g(t)dt 

Et par consequence ° b G [m, M] , ce qui implique l'existence d'un 

/ f(t)dt 

J a 

c dans [a, 6] tel que : 



9(c) = 



[ b f(t)g(t)dt 

J a 



f(t)dt 
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Integration par partie : 
Proposition : 

Soient u et v deux fonctions de classe C°° sur [a, b] , alors on a : 

rb rb 

/ u'(t)v(t)dt = [u(t)v(t)] b a - / u(t)v'(t)dt 

J a J a 

Demonstration : 

/x rx 
u'(t)v(t)dtet G(x) = u(x)v(x)-u(a)v(a)- / u(t)v'(t)dt. 
a J a 

Alors on a : F(a) = 0 et G(a) = 0 

De plus G'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x) — u(x)v'(x) = u'(x)v(x) 
et F'{x) = u'(x)v(x) . 

Done F = G + constante et puisque G(a) = F(a) = 0 alors la constante est 
nulle . 

Done F(x) = G(x) pour tout x G [a, b] en particulier pour b . 
Remarque : 

La demonstration qu'on vient de faire est valable aussi pour les primitives 
et on a la proposition suivante : 
Proposition : 

Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur [a, b] , alors on a : 
J u'(t)v(t)dt = u(t)v(t) - J u{t)v'{t)dt 

Exemple : 

Calculer les integrates et primitives suivantes : 

1. / = J ln(t)dt. 

2. J = J t\n{t)dt. 

3. K = [ arctan(t)dt. 

J o 

Pour 1) on pose u'(t) = 1 et v{t) = ln(£) et done 

J \n(t)dt = iln(t) - J t.-dt = tln(t) -t+c 
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Pour 2) ona : 

r2 i f 2 1 1 

J= / tln(t)dt = [-t 2 ln(t)]l - / -t 2 .-dt = 2Ln(2) - 
7i 2 Ji 2 t 



Pour 3 On a 



/■l X 7T 1 71"! 

y arctan(t)dt = [x.arctg{x)\\— J j-j- — = ^ — 2 [^ n (l+ x2 ]o = ^ — -^Ln(2) 

Change me nt de variable : 
Proposition : 

Soit <f) : [a, [5] — ► [a, 6] une fonction de classe C 1 et / : [a, b] —> M. une fonction 
continue , alors on a : 



/ f(u)du = / fm))4'{t)dt 

J 6(a) J a 



r6(P) /■/? 

/0(a) 

Demonstration : 

f{u)du = et G(s) = / f((f)(t)).(f)'(t)dt . 
On a alors F(a) = 0 et G(a) = 0 

De plus on a : G'(x) = f (c/)(x)) .(j)' (x) et F'{x) = f (4>(x)) .0' (x) et done F = G 

Remarque : 

Si (j) est bijective alors : 

fb r6-Hb) 



/ f(u)d U = / fm))<p'(t)dt 

Ja Jip 1 (a) 

Exemple : 



1. Calculer I = Fy/l -t 2 dt. 

J 0 

2. Calculer J = J j^^r^dx. 

Pour la premiere on pose le changement de variable t = sin{x) done dt 
cos(x)dx. 

7T 

Done I = cos 2 (x)dx et puisque cos 2 (x) = 1+co ^ 2x ) ; alors on a : 
Jo 

ff .1 COs(2x). , 1 /r I. 1 r . .5 7T 

/ = /„ 2^ )dx= 2 (No) + 4 [sm(2x)]o 4 
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Pour la deuxieme integrate on fait le changement de variable suivant : 
u = cos(x) 44> du = —sin(x)dx et done on a : 
J = J f^jz = — arctan(u) + c = — arctan(cos(a;)) + c. 
Techniques de calcules : 

Pour calculer une integrate on a toujours le probleme de savoir quel methode 
utilisee , est ce que un changement de variable (il y'en beaucoups ) ou une 
integration par partie ou d'autres ; dans la suite on va donner une serie de 
methodes concernant certaines classe de fonctions : 

1. Integrate d'une fraction rationnelle 

On precede par etapes ; 
-ler Etape : 

Si deg{P) > deg{Q) ; on fait d'abord une division Euclidienne et done 
ona :P = E.Q + R 

Done on a : = E(x) + ; avec ; deg(R) < deg{Q) 
-2eme Etape : 

On fait la decomposition en elements simples dans de ^pj- 
Exemple 1 : 
Calculer I = J 

Dans cet exemple on passe directement a la deuxieme etape : 



x — 1 x — 1 a bx + c 

™ = x 3 + 4x = x(x 2 + 4) = x + x 2 +4 
Calcule de a, b, et c : 

xf{x) = zZ+a = a + X ^+A e ^ on donne a x la valeur 0 done a = = ^ L . 
lim xf(x) = 0 = a + b et done b = \. 

x^O 

Et puis /(l) = 0 = o+ ^=>c=l. 
done 



dx 



f -1 , /" x + 4 -1 , .. .. 1 /■ 2x , If 
= J 4x- dx+ J 4(^T4) = T ln(|x|) + 8i x^l dx+ ll (|)2 + 1 

et done I = ^ MM) + | M^ 2 + 4 ) + | arctan(f) + c 
Exemple 2 : 
Calculer J = / 



x J — x" 

On pose = = 2/ ti = - + 4 + -^r 



Et on calcul a, b, c 
x 2 g(x)/x = 0 b = -1 
(x — l)g(x)/x = 1 c = 1 
lim xg(x) = 0 = a + c=^a = — 1 



a:— >+oo 
Done 



J = /"( — J + -^r)dx = -ln(|x|) + 1 + ln(|x - 1|) + c 

J X x z x — 1 X 

Exemple 3 : 

Calculer K = J ^+f+£ + J x 

On fait d'abord une division Euclidienne et on trouve : 

x 4 + x 2 + 4 18x 2 + 36x + 24 

x — 5 



x 3 + 5x 2 + 8x + 4 x 3 + 5x 2 + 8x + 4 

et x 3 + 5x 2 + 8x + 4 = (x + l)(x + 2) 2 

Et on va decomposer en elements simples la fraction rationnelle : 

18x 2 + 36x + 24 a ( b c 



x 3 + 5x 2 + 8x + 4 x + 1 x + 2 (x + 2) 2 
Et apres calcules on trouve : 



x 4 + x 2 +4 6 12 -24 
= x-5 + - + - + 



x 3 + 5x 2 + 8x + 4 x + 1 x + 2 (x + 2) 2 

Et en fin : 

1 24 
K = ^.(x - 5) 2 + 61n(|x + 1|) + 121n(|x + 2|) + + c 



Exemple 4 : 

Calculer T = 



dx 
x : ''+l 

3,1 ( m* | 1 



Tout d'abord on remarque que x + 1 = (x + l)(x —x+1) 
Done on decompose en elements simples la fonction 

,, s 1 a bx + c 

t ( x ) = = + 

x 3 + l x + 1 x 2 — x + 1 



Et apres un petit calcule on trouve 
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1 -1,2 
pt \ 1 3 , 3 '3 

J\ X > ~ 3^+1 ~ x+1 x 2 -x+l 

"Pi- ~f x+ 3 — -1 2x- 1 j 5_ 

rjL x 2 -x+l — < ; ••- ■• 1 

Et de meme 



1 l 

2 _ 2 



X2-X + 1 (X-|)2+| 3-(^X-^ + l 

Done T =\f{\x + l)-\ ln(|x 2 - x + 1|) + §/ ( ^ g _\ )3+1 ds 

et on posant le changement de variable it = -^.x — 
On trouve : 

1 1 /3 2 1 

T=- ln(|x + 1) - - ln(|x 2 - x + 1|) + — . arctan(-^x - -^) + c 

2. Integrate d'un polynome en Sin(x) et Cos(x). 
On se ramene au cas : 



y cos p {x)sin q {x)dx 



avec p ,et g deux elements de N et II ya 3 cas a envisage : 
Si p = 2k + 1 impaire : 

I p ,q = (cos 2 (x)) k sin q (x)cos(x)dx = / (1 — sin 2 (x)) k sin q (x)cos(x)dx 



Dans ce cas on pose le changement de variable u = sin(x) et done . 

I P , q = J(l ~ u 2 ) k vfldu 

Exemple : 

Calcnler/ = / C o S (x)W(x )( ix 

on pose u = sin{x) done du = cos{x)dx et par suite 
I = J u 2 du = iii 3 + c = |sira 3 (x) + c 
Si g = 2k + 1 impaire : 

Ip,q = J {sin 2 {x)) k cos p {x)sin{x)dx = j {1 — cos 2 {x)) k cos q {x)sin{x)dx 
Dans ce cas on pose le changement de variable u = cos(x) et done . 

Ip,q = /(I " U 2 ) k U q du 
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Exemple : 

Clculer J = Jcos\ X )sinH X )d X 

II est claire ici qu'on va poser u = sin{x) done du = cos{x)dx , et done 

J = J u \l - u 2 )du = lu 5 -\u 7 + c 

Done 

J = -sin 5 (x) — -sin 1 (x) + c 
5 7 

Si p et q tout les deux paire : 

Alors dans ce cas on est obliger de faire une linearisation . 
Exemple : 

Calenler :/ = j cos\x)sin\x)dx 

Dans ce cas on a : cos(x).sin(x) = ^sin(2x) done cos 2 (x) sin 2 (x) = 

\sin 2 {2x) = |(1 - cos(4x)) 

Et done I = ^x — ^sin(4a;) + c 

3. Primitive de la forme : J F(x, \ f^^) dx , avec ad — be / 0. 

On pose le changement de variable : 



„ lax + b „ ax + b dy n — b 

y cx + a cx + a a — cy n 



Exemple : 

Calenler / = J^g.^. 

Alors on pose le changement de variable 



Jl + x y 2 - 1 Aydy 
y = { x = -= 44> ax - 



1-s y 2 + l (l + y 2 ) 2 



Ce qui donne : 

4y 2 dy 



I 



(y 2_ 3)(y2 + 1) 

Et en decomposant en elements simples la fraction rationnelle : 



4u 3 1 4y 2 dy 3 1 



(«-3)(« + l) u-1 u+1 (y 2 -3)(y 2 + l) y 2 - 1 y 2 + 1 
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Done / = J y ^_ 3 dy + J ^£+± et le reste est evident 



4. Integrale de la forme j F{cos{x), sin{ X ))d X , 

Pour le calcule de ce genre de primitives ou integrates il ya plusieures 
changement de variable possibles le plus important est peutetre : 

Exemple : 

D'apres le changement de variable precedent on a : 

2dt 
3+t 2 ' 



Formule de WALLIS : 

II s'agit de la formule suivante 



/"f 

J n = sin n (x)dx 
Jo 



On vois facilement que Jo = | et Ji = 1 
Soit n un entier strictement superieur a 1. 
On integre par partie et on a : 



Jn = sin n (x)sin(x)dx = [cos(x)sin n (x)] 0 2 +(n— 1) / cos (x)sin n (x)dx 
Jo Jo 

Done 

Jn = (n— 1) / (1 — sin 2 (x))sin n ~ 2 (x)dx = (n— 1) / sin n ~ 2 (x)dx— (n— 1) / sin n (x)dx 
Jo Jo Jo 

Et enfln on a : nJ n = (n — 1) J n -2 Alors en utilisant cette formule on trouve 
facilement : 

_2n-12n-3 2n-5 31vr 
2n ~ 2n 2n - 2 2n - 4 42 2 

et 

2n 2ra - 2 2n - 5 4 2 
2n+1 ~ 2n + 1 2n - 1 2n - 4 53' 
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Fonction definie par une integrate : 
Proposition : 

Soit / : I — > R une fonction continue , avec / un intervale de R ; et u ; v 
deux fonctions definies de J — > / des applications de classe C 1 . 
On pose alors : 

rv(x) 

G(x) = / f{t)dt 

J u(x) 

Alors G est une fonction derivable sur / et on a : 

G'{x) = f(v(x))v'(x) - f{u{x))u'{x) 

Demonstration : 

En effet soit F une primitive quelconque de / sur / , alors on a : 

G(x) = [F(t)]l\ x x ]=F(v(x))-F(u(x)) 

Et done 

G'(x) = F'(v(x)).v'{x) - F'{u{x)).u'{x) = f{v{x)).v'{x) - f (u(x)) .u' (x) 
Exemple : 

Etudier les fonctions suivantes : 

2. I(x) = J 0 arcsin (Vt)dt + Jo OS (x) arccos(v / t)^ 

1] La fonction f(t) = ^r^j es ^ definie continue sur R; done integrable 
sur tout intervale ferle du type [a, b] , en particulier sur [x, x 2 ] pour tout x 
dans R. 

Ce qui entraine que le domaine de definition de G est Dq = R. 

D'autre part les fonctions u(x) = x et v(x) = 2x sont de classe C 1 et done 

G est derivable sur R et on a : 

2 1 

G \ x ) = f{v{x)).v'{x) - f(u(x)).u'(x) 



y/1 +4x 2 VTT- 
Ce qui donne : 

G'(x) 



Vl + x 2 .y/l + 4x 2 {2y/l + x 2 + y/1 +4x 2 ) 
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2] Les fonctions arcsin(\/i) et arccos(\/i) sont continues sur [0, 1] ; done sont 
integrables sur [0, sin 2 (x)\ et sur [0, cos 2 (x)\ respectivement pour tout x dans 
R , done le domaine de definition de la fonction / est R. 
De plus il est facile de verifier que / est paire et periodique de periode T = it. 
En effet I(—x) = I(x) car sin 2 (—x) = sin 2 (x) et cos 2 (—x) = cos 2 (x). 
Et : 

sin 2 (x + 7r) = (— sin(x)) 2 = sin 2 (x) 

cos 2 (x + 7r) = (— cos(x)) 2 = cos 2 (x) 

Done on reduit le domaine d'etude a l'intervale [0, ^]. 

Soit F une primitive de arcsin(\/i) et G une primitive de arccos(\/i)- 

Mors :I(x) = F(sin 2 (x)) - F(0) + G(cos 2 (x)) - G(0). 

Done : 

/'(x) = F' (sin 2 (x)) .2cos(x) .sin(x) — G' (cos 2 (x)) .2cos(x) .sin(x) 

done 

/'(x) = sm(2x)[arcsin(|sm(x)|) — arccos(|cos(x)|)] 
Et puisque x 6 [0, ^] , done sin(x) et cos(x) sont positifs alors : 

/'(x) = sm(2x)[arcsin(sm(x)) — arccos(cos(x))] = sin(2x)(x — x) = 0 
Done / est constante sur [0; et cette constante est egale : 

/(x) = J( — ) = / arcsin(v / t)dt + / arccos(\/i)ctt 
4 Jo Jo 

done 

I(x) = / (arcsin(v / t)dt + arccos 
Jo 

or pour tout x 6 [0, 1] on a : arcsin(x) + arccos(x) = | et done : 



Chapitre 2 

Integrate generalisee 



Definition 1 : 

Soit I = [a, b[ avec (b 6l oub = +00 ), f : I — ► R , une fonction localement 
integrable sur I c.a.d integrable sur tout intervale [a,x] C /. 

/X 
f(t)dt; si lim tp(x) = I existe (£ R) ; on 
a x->b 

/b rb 
f(t)dt converge , et on ecrit tout simplement \ f(t)dt = I 
a J a 

Dans le cas contraire on dit que / f(t)dt est divergente. 

J a 

Exemples 



/ dx 



H converge . 

/a 
7==2 = [arcsin(x)]o = arcsin(a) 
0 vt-x 

Et puisque lim arcsin(a) = J alors / converge et on a / = | 
f 2 

- J = J l ww diverge • 

Sil < x < 2 alors ip(x) = J j^pdt = [^]f = ^ - 1 
Et done si x — > 2~ alors ip(x) — ► +00 

- K = y y diverge . 

On effet K = lim[ln(t)]^ = +00 



L = J jz diverge. 
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En effet 

L = iimJ^ = lim n ( -1 + h = +°° 



Theoreme 1 : 



On pose 1(a) = I % Alors on a les deux situations suivantes : 
J 0 

1. Si a < 1 =>• 1(a) converge . 

2. Si a > 1 =4> 1(a) diverge . 
Demonstration : 

Si a = 1 c'est l'exemple 3 l'integrale est divergente . 
Si a 1 deux situations se presentent : 

/( a ) = / ™ = lim [i ]^ = lim (_L_ _ ± ) 

v ' Jo t a x^o l l-a sx x^oA-a I - a' 



si 1— ct>0 

1 — a 

+oo si 1— a<0 



Et done : 

1(a) = { 
Consequence 1 : 

Soit a un reel strictement positif ; alors on a : 



I 



dt converge 44> a < 1 



Demonstration : 

meme techniques que le theoreme precedent 
Consequence 2 : 
Solent a et 6 deux reels alors ona : 

dt 



I 



i converge , si et seulement si a < 1 
Demonstration : 

/X 
(fojfp ° n pose alors u = b — t et done du = —dt 

ce qui donne : 

rb ~ x du f b - a du 



r 0 ~ x du _ r°- a du 

^ X > ~ ~J b-aJuT ~ J b-xU^ 

vers b on a : 

/0— a 
^ est convergente si et seulement si a < 1 d'apres la consequence 



Et on faisant tendre x vers b on a 

rb—a 
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Theoreme 2 : 

/+oo 
on a : I((3) converge si et seulement 

si (3 > 1 

Demonstration : 

Si /3 = 1 alors on a : 

7(1)= lim / -= lim [Zn(t)]f = lim (ln(X)) = +oo 
Si /? 1 Alors on a : 



x^+ooJ 1 ti 3 x^+oo L l-/3 x-h-oo 1 -(3 l-/? ; 

Et done I((3) = +oo si 1 - p > 0 et /(/?) = si 1 - (3 < 0. 

Exemples 



■+oo 


dt 




1 




■+oo 






dt 


1 





Theoreme 3 : 

Soient f et g deux fonctions positives sur I = [a, b[ localements integrables 
sur I et telles que : 

Vx 6 I : f(x) < g(x) 

Alors on a les affirmations suivantes : 

r b 



/o rb 
g(x)dx converge =>- / f(x)dx converge . 
a J a 

/b rb 
f(x)dx diverge =>■ / g(x)dx diverge . 
a J a 

Exemples 

r+co 

1. Etudier la nature de l'integrale generalisee : I = J x _^ x % . 

On remarque facilement que 0 < x + x 2 < pour tout x > 0 . 

r+oo 

Et puisque / ^§ converge car 2 > 1 il en resulte que / converge 
J l x 
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/+OO 1 
^rdx 
l x 



i 

De la meme facon que dans 1 on va majoree la fonction f(x) = ^ par 
une fonction dont l'integrale generalisee est convergente : 

1 i e 

x>l^-<l^e^<e^0< fix) < 

x x z 

Or / ^§ converge =^ J converge. 
J l x 

3. Etudier la nature de l'inteerale generalisee :K = / 

J i ^ 

On pose f{x) = qui est une fonction positive . 

Si x > 1 alors y/x > 1 done ^ < 1 et done f(x) < e~ x . 

/+oo 
e~ x dx = [— e~ x ]i°° = 1 converge , done K converge. 

Remarque 

La condition f et g positives est une condition necessaire . 

Done avant d'utiliser ce critere il faut s'assurer que les fonctions sont positives 

Theoreme 4 : 

Soient a et b deux reels et I = [a, b[; f : I — ► R une fonction positive et 
localement integrable . On suppose qu'il existe r 6l tel que : 

lim{b- x) r f{x) = l£l + 

Alors on a : 

rb 

1. Si r < 1 =>■ / f(x)dx converge . 

J a 
rb 

2. Si r > 1 =^ / f{x)dx diverge . 

J a 

Exemples : 

/i 
\ln(x)\ ^ 
0 Vx 

Le probleme se pose en 0 , avec f{x) = ^7=^ , et on a : 
lim(x - 0) r /(x) = lim(x) r ~5|/ n (x)| = 0 



-00 _ 

e *dx. 
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Pour tout r — | > 0 

En particulier on peut choisir un r qui verifle a la fois r — \ > 0 et 
r < 1 par exemple r = | (en realite tout les r 1[). 
Done d'apres le theoreme precedent I converge. 

2. Etudier la nature de Tintegrale generalisee J = —J=dx 

J o^ 1 ^ 

De la meme maniere due precedement on a , on pose 

lim(l - x) r f(x) = lim(l - x) r ~^ = 0, si, r - ^ > 0 

Done on prend un r qui verifle a la fois r — ^ > 0 et r < 1 par exemple 
r = | , et done J converge. 

Theoreme 5 : 

Soient a un reel strictement positif , I = [a, +oo[; et f : I — ► M une fonction 
positive et localement integrable . On suppose qu'il existe un r 6l tel que : 



on a : 

^6 



1. Si r > 1 =4> / f(x)dx converge . 

J a 

rb 

2. Sir<letly^0^ / f{x)dx diverge . 

J a 

Exemples : 

/+oo 

On pose fix) = , 1 et done on a : 

^/(rr+l)e x 

lim x r f(x) = lim x r ~4.— = 

Pour tout r en particulier pour les r > 1. 
Done / converge . 



dx 



t/ix+We 



+oo _ 



2. Etudier la nature de l'integrale suivante : J = J 

Comme dans le premier exemple on pose f(x) = et on a 

lim x r f(x) = lim x r ~^e~ x = 0, si,r — - > 0 

x— ++oo x— ++oo 2 



20 



CHAPITRE 2. INTEGRALE GENERALISEE 



Si par exemple r = 2 alors on a : 

lim x 2 f(x) = lim x?e~ x = 0 

x^+co x^+oo 

Done J converge. 
Definition 2 : 

Soient a, b £ R = R U { — oo,+oo}; / =]a, 6[ et f : I — > R wie fonction 
localement integrable . 

rb 

On dit que I'integrale I f{x)dx converge si et seulement si pour tout a < 

J a 

/c rb 
f(x)dx et / f(x)dx convergent . 
a J c 

/b rc rb 

f(x)dx = / f{x)dx + j f(x)dx. 
a J a J c 

Remarque : 

rb 

Dans la derniere equation / f{x)dx ne depend pas de c , ce qui veut dire 

J a 

que : 

/f(x)dx converge si et seulement si il existe a < c < b tel que / f(x)dx 
a J a 

rb 

et / f{x)dx convergent . 
Exemples : 

1. Etudier la nature de I'integrale generalisee I = ^= ^ 2 
ici on va prendre c = 0. 

f 1 dx f x dx . . . ..v- 7T 

/ . = lim / . = lim arcsm(x) n = — 

Et 

[ _ ^ m f dx _ ^ [ arcs i n ( x )]0 = — 

J-iVl^ 1 Jy VT^x* y^-i 1 V HY 2 

Done / converge et on a : I = tt. 

r+co 

2. Etudier la nature de I'integrale generalisee J = 

J —CO 

De la meme maniere que dans le premier exemple on va prendre c = 0 
et on a : 

f° dt f° dt , sin 7r 

L TT¥ = y 1 1™ooJ y TTt* = y^Ej^WY = 2 
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Et 

f + °° dt , f x dt . . - v- 7T 

Done J converge et on a : J = tt. 

FaUX probleme : Certaines fonctions presentent des problemes qui 
sont "des faux problemes" dans certain cas et on peut facilement les surmon- 
ter . 

Proposition : 

Soit I = [a, b[ avec b 6 K et f : I — ► R une fonction positive et localement 
integrable. 

Si lim f(x) = I £ K ; a/ors /a fonction f est prolongeable par continuite en b 

rb 

et done / f(x)dx est convergente. 
J a 

Exemples : 

- Etudier la nature de l'integrale generalisee 1=1 sm ^ dt 

Jo 

II est evident que nous avons a faire a une situation de fau probleme 
en 0 , car lim sin j^ = 1 et done la fonction 1 1— ► sin j^ est prolongeable 
par continuite en 0 et done / est convergente 

1 Wl f7/ 



De la mem 

J converge 



De la meme maniere que dans le premier cas ona lim t ^j^- = 1 et done 



- Etudier la nature de l'integrale generalisee K = J 1 ~ c °|( f ) fa 

Dans ce cas on a lim 1 ~ c °| - - = lim t 2 1 ~ c °f - - =0.1 =0 
Done K est convergente . 
Theoreme 6 : 

Soient o£l 6 G IR = IR U { — oo, +00} ; I = [a, b[ et f; g deux fonctions 
positives et localements integrables sur I : 

/b rb 
f(x)dx et / g(x)dx 
a J a 

sont de meme nature ( c.a.d convergent ou divergent en meme temps ). 
Exemples : 

/1 

Dans ce cas le probleme se pose en 0 , et au voisinage de 0 on a : 
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_ sinjt) 1_ 

J\ l ) — , n ~ i 
tyt t2 

Et puisque I < 1 alors / -^-dt converge , done I converge. 

i-.:,/^ 

Jo 1 

Dans ce cas la fonction f(x) = t ^§^ ~ h au voisinage de 0 . 
Et puisque 2 > 1 alors J ^dt diverge , done J diverge . 

— 2 )- dx 
o x v x 

Pour cette exemple on a deux problemes ( en 0 et en +oo ) : 
La fonction h(x) = - ~ \ au voisinage de 0 . 

Et puisque \ < 1 alors / -^-di converge . 

/+oo 
1 *2 

/+OO ,^ 2 n 
^ conver s e • 

Et done pour conclure que K = J ~^j^~dx + ^ ~x^~J^P~^ x 
converge. 

Definition 3 : 

Scni / = (]a, b[ ou [a, 6[ om ]a, 6]) «n intervale quelconque deM. et f : I — > R 
?me fonction localement integrable . 

/b rb 
f(x)dx est absolument convergente si / |/(x)|eZa; 
a j a 

est convergente . 

L'interet de cette definition reside dans le fait que tout les criteres que nous 
avons vue concerne les fonctions positives. Et le theoreme suivant va nous 
donner un moyen efflcace pour etudier le cas des fonctions non positives. 
Theoreme 7 : 

Soit f : I — ► R une fonction localement integrable avec I comme dans la 
definition precedente alors . 



rb 

\f (x)\dx, converge =>- / f(x)dx, converge 

J a 
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Changement de variable et integration par partie : 

/•'■ 

On les appliquent de maniere naturelle ou presque ; puisque / f{x)dx n'est 

J a 



q'une limite d'integrales naturelles 
Exemples : 



1. Etudier la nature de l'integrale 1=1 cos(j)dx 

1 

Dans ce cas le probleme ce pose en 0 et on a :/ = lim / cos(\)dt. 

^ X^+ooJ x * 

On note I(X) = / cos{\)dt et on effectue le changement de variable 
J X 



suivant 



u = - dt = —^-du 
t u z 



Et done : 

i(x) = - J] cos{u) 



, du 

u z 

X 



Et en fin : 

ml cos{u) fx cos{u) j' +co cos(u) 



du 
u z 



I = lim — / cos ^ ^ u _ j- m f x cos ^ u _ f 
x^o+ J 4 U z X^0+ J I u Jl 

Or | CQS (") | < pour tout u > 1 , et done / -^dii converge car 2 > 1 



-oo 

/■+oo ^ f + °° cosiu 

Done / I du converge et d'apres le theoreme precedent / c °^2 

converge . 

!' +C ° sin(t) 

2. Etudier la nature de l'integrale generalisee J = / - dt 

0 

Dans cette situation le probleme se pose en 0 et en +oo 

On a lim sm ^ = 1 done la fonction f(t) = sin W est prolongeable par 

continuite en 0 et done J\ = I sm ^ dt converge . 

+oo 

D'autre part si on pose Jo = / sm ( t ) ^ _ jj m sinjt) ^ a i ors 

J 1 * X^+oo J1 * 

une integration par partie nous donne. 

J 2 = lim ([^aw(t)]f " f XC °^dt) 

X^+oo t J l t 
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ce qui donne : 

r , , . cos(X) f x cos(t) 

/■+oo 

Et doncJ 2 = cos(l) - / ^F^cft converge . 
Et puisque J = J\ + J2 alors J converge . 

La fonction T : 

II s'agit de la fonction suivante : 

r+00 



r+00 

T(x)= / t^e-'dt 
Jo 



/o 

Cherchons le domaine de definition de cette fonction : 

/1 r+00 
t ( x -l) e -t dt et = / i(*-l) e -*rft. 

Et il est claire que le domaine de definition de T est T> = T>t 1 l~l 2?r 2 • 
Pour Ti le probleme se pose en 0 et on a au voisinage de 0 : 

t (*-i) e -« ~ t^ 1 ) = -J— 

Et done J t (x-i) dt converge si et seulement sil — x < 1 4^ x > 0 
Done V Tl =]0,+oo[. 
Pour T2 ona : 

lim ft^-^e' 1 = lim = 0;Vx S R,Vt G R 

En particulier pour r > 2 , et done £>r 2 = ^ 

Et done on conclus que I? = T>t 1 H £>r 2 = ]0, +oo[ 

Proposition : 

Pour tout x > 1 on a : 

r(s) = (x - l)T(x - 1) 

demonstration : 

On va faire une integration par partie . 

r(s)= lim [ Y t ( - x ~ 1 ^e' t dt= lim ([-t^-^e'^ + tx-l) [ Y t^-^e^dt) 
Y->+ooJ 0 y-W JU 'Jo 
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Et done 

r+oo 



r+oo 

T(x) = (x - 1) / t^-^e-Ut) = {x- l)T{x - 1) 
Jo 

Consequence : 

Pour tout re £ N* on a : 

T(n) = n\ 

Demonstration : 

En effet on a : 

r(n) = (n-l)r(n-l) = (n-l).(n-2)T(n-2) = (n-l).(n-2).(n-3) 2T(1) 



et r(i) = 1 
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Chapitre 3 

Equations differentielles 



1. Definition : 

On appelle equation different ielle d'ordre n ( n 6 N ) toute equation 
du type : 

F(x,y,y',y", ,yW) = 0 (E) 

avec x une variable reelle y la fonction inconnue et yt, y" , , y^ ces 
derivees successives. 

Exemple : 

(a) xy' + x 2 y 2 — 2x = 0 est une equation differentielle d'ordre 1 

(b) yy' + y" = Ln{x) est une equation d'ordre 2 

(c) (1 + x)y' = 1 — y est une equation d'ordre 1 

(d) (1 + x 2 )y' + 3xy = 0 est une equation d'ordre 1 

2. Solution ou integrate : 

On appelle solution ou integrale sur un intervale I de K, de l'equation 
(E). toute fonction / : / — >W; n-fois derivable telle que : 

F(x,f(x);f'(x),r(x);...,f^(x)) = 0 

pour tout x £ I 



27 



28 
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Solution maximale : C'est une solution definie sur un intervale maxi- 
mal , c-a-d qu'on ne peut pas prolonger a un intervalle J contenant 
I. 

3. Equation du premier ordre : 

C'est une equation du type : y' = f(x,y) (-^l) 

4. Equation a variables sepparees : 

C'est une equation du type y' = f{x)g{y) {V-S) 

Ou / et g sont des fonctions continues donnees sur des intervales / et 

J 

Exemple : 

(a) (1 + x 2 )y' + 3xy = 0 ce qui est equivalent a y' = .y 

(b) xyl = y + xy ce qui est equivalent ay' = + l).y 

(c) y'sin(x) = y ce qui est equivalent a y' = j^y.y 

Pour resoudre L'equation (VS) ; on l'ecrit tout d'abord sous la forme : 

1 



dy = f{x)dx 



et puis on continue la resolution en integrant les deux cotes de l'equa- 
tion. 

Exemples : 

(a) Dans l'exemple 1) ona : 

— = o ln \\y\) = ~o' n (i + x ) + cont 

y 1 + x z 2 



\y\= ± e ^nst 



K 



' (1 + X 2 )VTTx2 * (1 +X 2)^Y^2 

Avec K G R 
(b) Dans l'exemple 2 ) on a 

^ = (- + l)dx ln{\y\) = {x + ln{\x\)) + c 

y % 



29 



\y\ = e c . \x\ e x y = Kxe x 

Avec K G R 
(c) Dans l'exemple 3) on a : 

{' dy f dx 
y sin(x) J y J sin(x) 

s'm(x)dx f s'm(x)dx 



H\y\) 



r sm(x)dx r i 
J sin 2 (x) J 1 



sin 2 (x) J 1 — cos 2 (x) 
Alors un changement de variable u = cos{x) ( du = —sin{x)dx) 



du 
+ u 



1 — cos(x) 



-ln( 



1 - u 
l + u 



Et done 



y = K.(— ) = K.- 

y l + u J l + cos(x) 



Avec KeM 
5. Equation homogene : 

Ce sont des equations du genre : 

y' = f(l) (H) 

Exemples : 

(a) 2xV - y 2 = 4xy 

(b) (4x 2 + 3xy + y 2 ) + 4(y 2 + 3xy + x 2 )y' = 0 

(c) y 3 y' + 3xy 2 + 2x 3 = 0 

(d) 2x + y - (4x - = 0 

(e) xyy' - y 2 = (x + y)e~^ 
Resolution : 
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On fait un changement de fonction inconue et on pose : 

u = — <^y = xu^y' = u + u'x 
x 

Done (H) sera equivalente a : 

u + u'x = f(u) 

^«' = -i(/(«)-«) 

qui est une equation a variable separee 
Exemples : 

(a) y'=^ = ^) 2 +2(f) 

done il s'agi bien d'une equation homogene 
done on pose u=^4^y = xu4^y' = u + u'x 

1 2 „ 

44> u + u x = -u + 2u 



2du 



dx 



u x = -u + u 44> 

2 u(u + 2) x 



44> 



y u(u+2) ~ j 



44> 



u(u + 2) 
+du f du 



dx 

x 



/ = -/ 



(« + 2) 



Ln(|x|) + c 



44> in( 



u + 2 



) = ln(\x\) + c 



K.x 44> u(l - Kx) = 2Kx 44> u 



u + 2 

done y = i^^x Avec K un reel 
(b) dans cette equation on a : 

{Ax 2 + 3xy + y 2 ) + 4{y 2 + 3xy + x 2 )y' = 0 

{Ax 2 + 3xy + y 2 ) 



2Kx 
l-Kx 



4{y 2 + 3xy + x 2 ) 
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4 + 3.^ + m 



2 



4((I) 2 + 3(f) + l) 
Done il s'agit bien d'une equation homogene : 
done on pose u=^,4^y = xu4^y' = u + u x 

Et done u + ux = - ffl^ * u'x = - jff&g) - « = 

-4-7u-13m 2 -4u 3 
4(m 2 +3m+1) 

(c) Dans l'exemple c) y 3 y' + 3xy 2 + 2x 3 = 0 

(| ) V + 3(f) 2 + 2 = 0^,' = = f(l) 

II s'agit bien d'une equation homogene 

done on pose u=^4^y = xu4^y' = u + u x 

Et done 

-2 - 3u 2 . -2 - 3u 2 - u 4 u 3 du 

U+U X = ^ U X = <^=> — - — ; j 

u 3 u 3 2 + 3u 2 + 

u 3 du f dx 

' 2 + 3u 2 + u 4 ~ y 

Or X 2 + 3X + 2 = (X + 1){X + 2) 

d0I1C 2+3« 2 +u 4 ~ i?+T + i?+2 

E t un petit calcule montre que 
a = -1;6 = 0;c = 2;et;d = 0 

Done /n(|x|) = ^/n(l + u 2 ) + Zn(2 + u 2 ) + c = /n(^^ f ) + c 

Et on continue la resolution 
Equation lineaire d'ordre 1 : 
Elle est de la forme : 

a(x)y' + b(x)y = h(x) 

Avec a, 6 et h des fonctions continues sur un intervale donne /. 
Exemples : 

1) xj/ - y = Jti 

2) y' — xy = sin(x) 
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Resolution : 

1) On commence par resoudre l'equation sans second membre c.a.d 

a(x)y' + b(x)y = 0 

^ / b(x) 

Qui est une equation a variable separee , et on sait la resoudre . 

Dans l'exemple 1) 

E.S.S.M :est : xy' - y = 0 done . 




1 



y 



X 



dy 



dx 



V 



x 




^ ln{\y\) = ln(\x\) + C 



\y 



X 



44> yo = K.x 



Avec KzR Dans l'exemple 2) ESSM est y' - xy = 0 



sa resolution sera de la meme maniere : 




dy 




*W\y\) = \ + C 

x 2 

<^y 0 = K.exp(-) 



avec K £ R 
Et done yo = 



K.Uq avec Uq = exp(^-) 
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7. Theoreme : 

On considere l'equation lineaire de l er ordre : 

a(x)y' + b(x)y = h(x) (E) 

Si y p est une solution particuliere de (E) 
Alors Toute autre solution y de {E) verifle 

a{x){y - y p )' + b{x)(y - y p ) = 0 

Done y — y p est une solution de l'equation homogene , done y — y p = yo 
Done 

y = yi + yo 

8. Recherche de y p : 

Methode de la variation de la constante : 

Soit Uq une solution de l'equation sans second membre . 

On pose y p = c{x).u$ avec c{x) est une fonction a chercher pour que 

y p soit une solution de {E) 

Done yl p = ci{x)uq + c(x).u/q puis on remplace dans l'equation (E) 
et done on aura : 

a(x)(c'uO + cu'O) + b(x)(cuo) = h(x) 

Ce qui entraine que : 

a(x)c (x)u 0 + a(x)c(x)u' 0 (x) + b(x)c(x)u 0 (x) = h(x) 

v v ' 

Et done c'x) = , h S x \ x 
Exemple : 

resoudre l'equation differentielle xy' — y = x f_ l (1) 

On commence par resoudre l'equation sans second membre E.S.S.M 

ESSM : xy' - y = 0 

- dy dx 

y ~ x 
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=> Ln(\y\) = Ln(\x\) + c 
=^ y = K.x 
avec KeR 

On pose alors u$ = x 

et on va chercher une solution particuliere y p = c(x).uq 
On derive y p et on remplace dans l'equation (1) 
et on obtien x(c'u 0 + cu' Q ) — (cu 0 ) = ^tzj 
=> x 2 c'{x) = ^ 

^ c ( x ) = x (x-l)(x+l) = ~x~ + 2(x-l) + 2(:r+l) 

c (x) = -Zn(|x|) + \ln(\x 2 - l|) 

^ y P = c(x).u 0 

y p = K.x + x(-/n(|x|) + ^Zn(|a; 2 - l|) 
avec KeK 

On va alors donner les solutions sur les intervales :]— oo,— 1[ , ] — 1, 1[ 
et ]1, +oo[ 

9. Equation de BERNOULLI : 

C'est une equation du type 

y > = a(x)y + P(x).y n (E) 

avec nun element de R , a(x) et (3{x) des fonctions numeriques donnees 
sur un intervale /. 
Exemple : 

(a) y' = y + x 2 y 2 ici n = 2 

(b) yt = y + y 3 ici n = 3 

(c) yl-y = y/y ici n= \ 
Resolution : 

1) Si n=l alors :y' = a(x)y + (3(x).y = (a(x) + (3{x))y 
done on a une equation a variables separees 

2) Si n^ 1 l'equation (E) est equivalente a : 
£ - = (3(x) (Eh) 
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On pose alors z(x) = 

done z'(x) = -{n - 1).^ 

Et on remplace dans l'equation (Ei) 

Ce qui nous donne : — (^bn ~~ a(x)z = (3(x) qui est une equation 
lineaire de l er ordre . 
Exemple : 

Resoudre l'equation suivante :{E) y' = y + x 2 y 2 
(E) est equivalente a — ^ = x 2 

On pose z=^ , done z 1 = puis on remplace dans l'equation pre- 
cedente : 

et on obtien z' + z = — x 2 

Et on va resoudre cette equation par : 

1) z' + z = 0=>^ = -l=>^ = -dx in(|«|) = -x + c => z = K.e- X 

avec KeR 

On pose alors zq = e~ x 

Et on va chercher une solution particuliere par la variation de la constante : 

z p = c(x).zq 

=>■ Zp = CZo + CZg 

=>■ c'zo + czg + czo = — a^ 2 
=>. c'(x) = -x 2 e x 
c(x) = - J x 2 e x dx = (-x 2 + 2x - 2)e :r 

Done z p =(-x 2 + 2x - 2)e x .e- :r = -x 2 + 2x - 2 
Et done la solution generale est donner par : 
zg = z p + Ke~ x = -x 2 + 2x - 2 + K e - X avec K G R 
Et en fin y s = „ a; 2 +2:e i 2+fce -, Avec K eR 
10 Equation de RICCATI : 
C'est une equation du type : 

y' = a{x).y 2 + (3(x).y + j(x) 
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Avec a{x) ; (3{x) et 7(2;) des fonctions numeriques continues sur un 
intervale I 
Resolution : 

On a besoin de connaitre une solution particuliere y\ 
On pose alors z = y — y\ 

11. Equation de second ordre a coefficients constants : 

Ce sont des equations de la forme : 

(E) : ay" + by' + cy = f(x) 

Avec a,b,c des constantes reelles et f une fonction continue sur un 
intervale I 
Exemples : 

(a) y" + 3y' + y = sin(x) 

(b) y" +3y' + 4y = e x cos(x) 

(c) 2y" + y' - 2y = {x 2 + 3x + 2)e 2x 

12. Equation sans second membre : 
II s'agit de l'equation : 

(E 0 ) : ay" + by' + cy = 0 

pour resoudre l'equation Eq, on remarque d'abord que l'ensemble des 

solution de i?o est un espace vectoriel de dimention 2 

et que pour chercher sa base on a besoin de l'equation carracteristique : 

Equation carracteristique : 

c'est l'equation de second degre : ar 2 + br + c = 0 i^.C) 
II ya 3 cas possibles : 

l er cas : A = b 2 — Aac > 0 dans ce cas nous avons deux racines 
reelles distinctes n 7^ T2 et alors les solutions de Eq sont de la forme : 
Ussm = Aexp(rix) + /xexp(r2a;) , avec A et ^ deux reels : 

2 eme cag . 

A = b 2 — Aac = 0 dans ce cas l'equation caracteristique admet une seule 
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solution double n = r 2 = r et dans ce cas les solutions de l'equation 
sans second membre sont donnees par la formule : 

Vssm = (Ax + fx) exp(r.x) 

Avec A et fi deux reels quelconques. 3 eme cas : 

A = b 2 — Aac < 0 dans ce cas nous avons deux racines complexes 
distinctes Z\ 7^ z 2 avec Z\ = a + i/3 et Z2 = a — i(3 et dans ce cas 
les solutions de l'equation sans second membre sont donnees par la 
formule : 

Vssm = exp(ax)[Acos((3x) + Bsin(f3x)] 

avec A et B deux elements de R 
Exemples : 

resoudre les equations suivantes : 

(a) y" + 3y' - Ay = 0 

(b) y" - Ay' + Ay = 0 

(c) y" + 4y' + 5y = 0 

Pour 1) l'equation caracteristique est : r 2 + 3r — 4 = 0 dont le A = 

6 2 - 4ac = 9 + 16 = 25 et done n = =^ = 1 et r 2 = =^ = -A 

et done y ssm = Aexp(x) + fiexp(-Ax) , avec A et \x deux reels : 

pour 2) l'equation caracteristique est : r 2 — Ar + 4 = 0 dont le A = 

b 2 — Aac = 16 — 16 = 0 et done r\ = r 2 = \ = 2 

et done y ssm = [Ax + /i] exp(2x) , avec A et fi deux reels : 

pour 3) l'equation caracteristique est : r 2 + Ar + 5 = 0 dont le A = 

b 2 - Aac = 16 - 20 = -4 = (2i) 2 

Alors zi = = - 2 + * et z 2 = -2 - i 

Et dans ce cas y SS m = exp(— 2x)[^4cos(x) + Bsin(x)] avec ^4 et 5 deux 
elements de R 
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Recherche d'une solution particuliere : 

considerons d'abort l'equation : 

ay" +by' + cy = e ax .P n (x) 

Avec a un reel et P n un polynome de degree n 

Dans ce cas on cherche une solution particuliere de la forme : 

Y p = e ax .x s .(A 0 + A lX + + A n x n ) 

Ou Aq,A±, A n des constantes reelles a determiner . 

Et s verifie : 

- s = 0 si a n'est pas racine de E.C 

- s = 1 si a est racine simple de E.C 

- s = 2 si a est racine double de E.C 
Exemple : 

Resoudre l'equation differentielle suivante : 

y « _ 3 y' -4y = 6e 2x (1) 

On commence par resoudre l'equation carracteristique :r 2 — 3r — 4 = 0 
On a : A = 9 + 16 = 25 done r\ = 4 et r<i = —1 et done la solution de 
l'equation sans second membre est : 

y ssm = \e Ax + ne~ x 

avec A et fi deux reels 

On cherche ensuite une solution particuliere de la forme : 

Y p = e 2x .x°.(A) = A.e 2x 
Mors y' p = 2Ae 2x et y" p = AAe 2x et on remplace dans Fequation (1) 

AAe 2x - 6Ae 2x - AAe 2x = 6e 2x => -6A = 6=>A = -1 
Et en fin la solution generale de (1) est : 

y = yssm + Y P = Xe 4x + fie~ x - e 2x 
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Exemple 2 : 

resoudre l'equation differentielle suivante : 

y" - 2y' -3y = -3xe~ x (2) 
L"equation carracteristique : 

r 2 - 2r - 3 = 0 

Et A = 16 done r\ = — 1 et r2 = 3 ; done la solution de l'equation sans 
second membre est donnee par : 

y ssm = Xe~ x + fie 3x A et \x eR 

On cherche ensuite une solution particuliere de la forme : 

y p = e~ x .x s .(A 0 + Aix) 

avec s = 1 car —1 est racine simple de l'equation carracteristique . 

Et on calcule y' p = e- x (A 0 + (2A 1 -A 0 )x-A 1 x 2 ) puis y" p = e- x (2A 1 - 

2A 0 + (^o - 4Ai)x + A lX 2 ) . 

Et on remplace dans l'equation (2) : 

ce qui nous donne :Aq = ^ et A\ = |. 

Ce qui nous donne la solution generale de (2) : 

3 3 

y = Xe~ x + fie 3x + e~ x .x.(— + -x) 

Considerons maintenant l'equation differentielle suivante : 

ay" + by' + cy = e ax .P n (x)cos((3.x) 

Avec a , /3 deux reels et P n un polynome de degree n 

Dans ce cas on cherche une solution particuliere de la forme : 

y p = e ax x s [Q n (x)cos(/3.x) + R n (x)sin(/3.x)} 

Ou Q n et R n sont des polynome de degree n et 
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- s = 0 si a + i/3 n'est pas racine de l'equation carracteristique . 

- s = 1 si a + i/3 est racine de l'equation carracteristique 
Exemple 1 : 

Resoudre l'equation diofferentielle suivante :y" Sy'—Ay = —8e x .cos(2x) 
Equation carracteristique : r 2 — 3r — 4 = 0 , done A = 25 et r\ = — 1 
et r2 = 4 et done la solution particuliere sera de la forme : 

y p = e x .{Acos{2x) + Bsin(2x)) 

On a s = 0 car 1 + 2i n'est pas une racine de l'equation carracteris- 
tique ; et on calcule y' p et y" p puis on remplace dans l'equation (3) et 
on trouve :A = et B = 

Exemple 2 : 

Resoudre l'equation differentielle : 

y" + 2y' + 5y = 4 e - x cos(2x) y(0) = 1 , y'(0) = 0 

L"equation carracteristique est : r 2 + 2r + 5 = 0 et son A = —16 = (4i) 2 

done les solutions sont z\ = — 1 + 2i et Z2 = — 1 — 2i 

On cherche done y p = {Acos{2x) + Bsin{2x)).x.e~ x (on a s = 1 car 

- l+2i est racine de l'equation carracteristique ) et le reste des calcules 
est laisse au etudiants . 

Remarque : 

Pour resoudre une equation du type : 

ay" + by +cy = e ax .P n (x)sin(f3.x) 

on procede de la meme maniere et la solution particuliere sera aussi 
du type : 

y p = e ax x s [Q n (x)cos(j3.x) + R n (x)sin((3.x)} 

14. Principe de superposition : 

Soit l'equation differentielle : 



ay" + by' + cy = f 1 + f 2 (E) 
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Ou f\ et ji deux fonctions . 

Pour chercher une solution particuliere de E ; on cherche une solution 
particuliere y\ de : ay" + by' + cy = f\ et une solution particuliere?/2 de 
ay" + by' + cy = fa et alors y p = y± + yi sera une solution particuliere 
de E. 

Exemple : 

Resoudre l'equation differentielle suivante : 

y" + y'-2y = e x + e~ 2x 

tout d'abort on ecrit l'equation carracteristique :r 2 + r — 2 = 0 et sont 
A = 1 + 8 = 9 

Done n = —2 et r2 = 1 , done la solution de l'equation sans second 
membre est : 

y ssm = X.e x + n.e~ 2x X et fi el 

Pour chercher une solution particuliere de cette equation on cherchera 
les solutions particuliere de y" +y' — 2y = e x et de y" +y' — 2y = e~ 2x . 

- pour la premiere equation y\ = A.x.e x (s = 1) car 1 est une ra- 
cine de l'equation carracteristique et done y[ = (Ax + A)e x et 
y\ v = (Ax + 2A)e x , et puis on remplace dans l'equation et on 
trouve : 3A = 1 , done A = | 

- Pour la deuxieme equation ?/2 = B.x.e~ 2x (s = 1 car —2 est une 
racine de l'equation carracteristique et done y' 2 = (—2Bx + B)e~ 2x 
et 2/2" = (4Sx — AB)e~ 2x , et puis on remplace dans l'equation et 
on trouve :— 3B = 1 , done B = — ^ 

Done y p = y\+y2 = \xe x — ^xe~ 2x ; et la solution generale de l'equation 
est : 

V 9 = Vssm + V P = X.e x + ii.e~ 2x + -xe x - ^xe~ 2x 
Avec Aet [i deux elements de R 
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Chapitre 4 

LES EXERCICES 



EXERCICES D'INTEGRATION SUR R 



1. EXERCICE : 

Calculer les limites des suites suivantes 
(a) Un = l\^/2 + Vi+ + ^ 



(b) V n — n.[ + 2 2+„2 + 3 2+ n 2 + + n 2+ n 2 ] 



lVl 2 + n 2 + 2V2 2 + n 2 + nVn 2 + n 2 

n 



2 +fc 2 



fc=l 



( C ) u^nu+s)- 

fc=i 



ro n = ^ftt^^ p pour p entier naturel 



k=i 



2 +p 2 

(e) r n =^J2P^ 



p=0 
n 



kn ~^ kP kn -J^J{n+k-l)(n + k) 
k=l k=l 



r n = 



p=l 



arctan(^) + arctan(f^) + .... + arctan(^) 



(f) z n = E 2W y n)l4j *n = \ [arcsin(^) + arcsin(f^) + + arcsin(^) 

p=i 



(g) ^ = Ek 



p=l 



(n+p)(l+ln(p+n)-ln(n)) 



= «-E¥ L 
fe=i 



00 °» = £ 
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2. EXERCICE : 

Soit f une fonction continue sur [0 ;1] on pose 

n 
k=l 

Calculer la limite de cette suite 



3. EXERCICE : 

Calculer les primitives suivantes 



(a) J cos(x)e x dx 4) J x cos(ax)dx 

(b) J Ln ( x ^ d x 5) J s in(3x) cos(4x)<ix 

. . f , , . , . f sin(x) — cos(x) 

(c) / x 2 cos{x)dx 6) / 



dx 



dx 



sin(x) + cos(x) 

4 EXERCICE : 

011 P° Se 1 = J cos(x)f S L(x) dx et J = j ' cos(SSL(x) 

(a) Calculer I + J et I — J 

(b) Endeduire I et J 

5 EXERCICE : 

Calculer les integrates et primitives suivantes : 

^ J 0 7m? dx J^-^ dx 

(b) J^fW) jArcsm(x)dx 

^ j xt ^ dx J^mrn 

6. EXERCICE : Calculer les integrates et primitives suivantes : 



sm(x)dx 

(\ +x 2)i ^ J cos(a;)(l+cos 2 (a:)) 



fe^)_ dx f_ 
K ' J (l+^)§ J < 

(b) 3) /^Lj jy L n(x)dx 

(c) Ln(x + \/x 2 + l)(ix, j {Arccos{x)) 2 dx 
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7 EXERCICE : 

Trouver une relation de recurence permettant de calculer l'integrale 
suivante : 

T ~- / dt 
ln ~ J 0 Ti+W 

/TT_ 
4 tg n (x)dx pour n G N 
o 

(a) TVouver une relation et I n +2 

(b) Calculer lim I n 

n— >+oo 

9 EXERCICE 



Soit J n = x n s'm(iTx)dx ; n £ N 
J o 

(a) trouver une relation entre J n et ; J„+2 



(b) Calculer lim n 2 .J n 
10 EXERCICE : 

1) Decomposer en elements simples la fonction f(t) = t ^ t 2^ 

2) Endeduire J 
11. EXERCICE : 

(a) Donner la decomposition en elements simples de la fraction ra- 
tionnelle : f(x) = {1+x f {2+x) 

,4 

(b) En deduire une primitive de la fraction rationnelle g(t) = (i + ^)2(2+t 2 ) 

7T 

(c) Calculer alors Tintegrale 1=1 f m ^ x )f x , 
y 1 & J l+cos 2 (a;) 

12 EXERCICE : 

a) Decomposer enelements simples :les fractions rationnelles suivantes : 

( a ) m= { l + lt)l X -rn) , OUmeR* + 

( b ) 9{x) = {1+x) \ 1+x *) 

r° r s t 

b) Calculer Alors I{x) = J f(t)dt avec x < Oet J(s) = J ^ 1+e «^ 1+e 2^ dt 

c) Calculer les limites suivantes : 



lim I(X) et lim J(s) 
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13 EXERCICE : 

En utilisant le changement de variable x = cos(t) calculer / = 

l r — 
x.^j^dx 

14 EXERCICE : 

Soit a < b deux reels et soit / : [a, b] — > R une fonction bornee 
integrable et 
verifiant :pour tout 

x G [a,b],f(a + b-x) = f(x) 

b 



1) Montrer que f x.f(x)dx=^.f*f(x)dx 

J a 

2) Application : 



CalculeT 1 = j 0 llcS(x) dx et J = j Q T+£^) dx 



n 



15 EXERCICE : 

1) Donner la decomposition en elements simple de / et calculer J f(x)dx. 

2) On pose g(x) = , en deduire J g(x)dx 

16 EXERCICE : 

Soit a G R , un reel , et f(x) = 

1) Decomposer / en elements simples dansM [X] . 

2) Calculer F a = J f{x)dx 

3) Pour quels valeurs de a , F a {x) est une fraction rationnelle . 

/+oo 
f(x)dx. 

17 EXERCICE : 

Soit f(x) = j ° u /? est un reel donne , 

1) Decomposer f en elements simples . 

2) Calculer Gp = J f{x)dx 

3) Pour quels valeurs de (3 , Gp est une fraction rationnelle . 

/+oo 
f(x)dx. 
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18 EXERCICE : 

Calculer les integrales suivants : 



J 1 Y^i ; 2) J e X n \n(x)dx , 3) j\x 2 + 3x + l)e x dx ; 4) 

19. EXERCICE : 

Calculer par parties les integrales ou primitives suivantes : 

(a) I = J {x 2 + 5x + 6) cos(2x)dx J = J sm(ln(x))dx 

(b) K = J L = J e x cos(2x)dx 
20 EXERCICE : 

calculer les integrales et primitives suivantes : 

( a ) I 1= ( I 2 = f , 

v / 1 / l+cos(:r) z I 3+sin(a;)+cos(:r) 



(c) * 1 = /^ 



' l+x 
2+x 



rx 2 

21. EXERCICE : Soit G(x) = / VT+¥dt 

J o 

(a) Montrer que G est derivable sur R et calculer G'(x) 



(b) Montrer que \/l + i 4 > i 2 pour tout t G 

(c) En deduire les limites suivantes : 



lim G(x) lim lim lim lim 

rr^+cx) x^+oo 2:^+00 21 x^+00 x x— >+oo 1 



lim — g 



G(x) 

2x 2 



22. EXERCICE : Soit H(x) = / 



C 2 ViW+i* 

(a) Montrer que H est derivable sur R et calculer H'(x) 

(b) Montrer que 0< H'(x) < ^ Vxel 

(c) En deduire lim H(x) 

x^+oo 



23. EXERCICE : Soit F(x) = J 



x z +x" 

dt 



l+x 
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(a) Calculer F(l) 

(b) Montrer que F est derivable sur R et calculer Fl{x) pour x G K 

1+x 

24. EXERCICE : Soit h(x) = ^±=^= dt deflnie sur ]0, +oo[ 

(a) Calculer h(l) 

(b) Montrer que h est derivable sur Jet calculer h!{x) pour tout x G / 

(c) En deduire /i(x)pour x £ I 

25. EXERCICE : On considere por n G N l'integrale J n (x) = J (1+ d ^ 2)n 

(a) calculer Jo; Ji;et J2 

(b) Etablir une relation de recurence entre J n +i et J n . En deduire 
J3 et J4 

26. EXERCICE : Calculer I = J cos(x)e x dx et en deduire 

0 Arctg(t) 
(1 + t 2 )^ 



3-d* 

(1 1 ' 



27. EXERCICE : calculer les primitives suivantes 
(a) A = y*- d * 



v^H-v^) 



(b) B= f 

1 

28. EXERCICE On pose I n = J t r^ ^/^T^d^ 

0 

(a) Calculer 1$ et , I\ 

(b) Comparer t n et pour 0 < t < 1 et en deduire la monotonie 



de la suite I n 



(c) Montrer que ^ < 7 n < ^g- 

(d) Montrer que pour tous t G [0; 1] : 0 < a/2 - x/l +1 < |(1 — t) 



49 

(e) En deduire alors que — ^7 < < et calculer la limite 
de / n et n/ n 



29 EXERCICE 



e 

:On pose In = J x(ln(x) n dx pour n G N 



(a) Calculer Jo e t A 

(b) Trouver une relation de recurence entre I n et I n +i 

2 2 

(c) Montrer que In est decroissante et que < 7 n < -^ro 

(d) Calculer limite de I n et n/ n 

30. EXERCICE : Calculer les primitives suivantes : 

(a) / = J 1 J = J sm(Ln(x))dx 

(b) K = fj;' r ...I. J, 



xLn(x) 



+1 



31. EXERCICE : 

/n 2 
e _i (n G N*) 

1) Montrer que la suite I n est croissante 

f n 2 

2) montrer que I n < J te~ f dt 

3) En deduire un majorant de I n et la convergence de la suite I n 

32 EXERCICE : 

Soit / une fonction continue sur R , on pose : 

r-x+l 



F( x ) = r f(t)dt 

J x-l 



1) Montrer que F est derivable sur R et calculer F/(x) 

2) Montrer que F est constante si et seulement si / est periodique de 
periode T = 2 

3) Envisager le cas f(x) = cos(ttx) 
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33 EXERCICE 

1) Decomposer en elements simples la fraction rationnelle f(x) 

l 

(x+l)(x 2 -x+l) 

2) Calculer les primitives suivantes : 

dx . I x 3 dx 



3) Calculer la primitive J 



x3+l ' / x3+l 
dx 



34 EXERCICE : 

Calculer les primitives suivantes : 



1) I = x\/—x 2 + 2xdx ( on posera t = arcsin(x — 1) ) 
Jo 

2, J = fj 



e x - 1 



dx 
e x +l 



35 EXERCICE : 

Soit F n la fonction definie par 



/ — 47T 
(cos{t)) n e x - cos ^dt 
-6-7T 

rl-K 

1) Motrer que Vxel* ; Vn G N ; F n {x) = ^J (cos(t)) n e x - cos ^dt 

2) a) Ecrire F n (0) et en integrant par partie trouver une relation de 
recurence entre 

F n (0) et F n _ 2 (0) , pour n > 2. 

b) En deduire la valeur de i*2n(0) e t celle de ^2(n+i)(0) P or tout 
n > 0 

3) On suppose que por tout i £ 1* et pour tout n > 0 , F' n (x) = 
F n+ i(x) . 

( Ff n designe la fonction derivee de F n ) 

4) Exprimer Fq^ en fonction de pour tout k > 1 

5) En deduire le developpement limite a l'ordre 7 de la fonction Fq au 
voisinage de 0 
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36. EXERCICE : 

Soit In= / fj-dx 
Jo l+x 



(a) En majorant la fonction integree , montrer que I n tend vers zero 

(b) Calculer I n + I n+1 

(c) Determiner lim (^^— ^ — )■ 



k=l 



37 EXERCICE : 

Soit I n = / (1 -t 2 ) n dt 



Jo 



(a) Etablir une relation de recurence entre I n et I n +i 

(b) Calculer I n 

n 

(c) En deduire X] fe+T -7 ^ 

k=o 

38 EXERCICE : 

fi 

Soit I„= I t n e l dt 



o 



(a) Calculer I 0 , h,h h,h ■ 

(b) Etudier la suite 7 n 

39 EXERCICE : 

rn rn 

Soient I = / xcos 2 (x)dx et J = xs'm 2 (x)dx 
Jo Jo 

(a) Calculer I + J 

(b) Calculer I - J 

(c) En deduire I et J . 

40. EXERCICE : On pose pour p,q G N :I pq = I t p (l - t) q dt 

J o 

(a) Montrer que : \/p G N; \/q G N*; = ^/p+i^-i. 

(b) En deduire que : Vp, g G N, = 

(c) Montrer que :Vp, g G N; EfeS = (^T)! 

fc=0 
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41. EXERCICE : 

Soit / une fonction de classe C 1 sur [a, b] on pose : 

rb rb 

In = f(t)sm(nt)dt J n = f(t) cos(nt)dt 

J a J a 

Montrer que /„ et J n tendeent vers zero lorsque n tend vers + oo 

42 EXERCICE : 

I] Soit f une fonction continue de R dans R , et soient u et v deux 

fonctions derivables sur R 

On definie la fonction G de R vers R par : 

/v(x) 
f{t)dt 
u(x) 

I] Montrer que G est derivable sur R 
2]Montrer qu'on a : 

G'{x) = v'{x).f{v{x)) - u'{x).f{u{x)) 

II] Soit f et F les fonctions deflnies par : 

f(t) = t 4 e~ 4t4 et F(x) = [ 1+X f(t)dt 

J X 

(a) i. Donner le domaine d'etude De de f et dresser son tableau de 

variation sur 

ii. Montrer que pour tout x 6 R , f(x) < ^ 

i. Calculer la fonction derivee F' de F 

ii. En deduire que Vx G [0, 1] : \F'{x)\ < ^ 

(b) Montre que \/x G [0, 1] : 0 < F(x) < 1 

(c) On considerant la fonction g{x) = F{x) — x montrer qu'il existe 
xq G]0, 1[ tel que F(xo) = xq 

(d) Soit u n la suite definie par : uq = 0; ..et; ..u n+ \ = f(u n ) 

i. Montrer que u n G [0, 1] 
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ii. En utilisant le theoreme des Accroissement finis entre u n -\ 
et xq , montrer que 

\u n ~ Xq\ < ^ \u n -i - X 0 \ 

iii. En deduire que u n converge vers xq 

43. EXERCICE : Calculer les primitive suivantes : 

_ / sin 3 (x)dx 
(cos 2 (x)+l) 3 



(b) j-f 

(c) K = J 



dx 



cos(:r)+sin(:r) 

44 EXERCICE : 

Calculer les primitive suivantes : 

-dx 



tyx+x 



(a) / ; 

(b) J^dt 

(0/ 

(d)/ 



x 3 — 8x 



u/^dt 



dx 
^1+i 3 

(e) J^Wdx 
45 EXERCICE : 

Calculer les primitive suivantes on utilisant un changement de variable : 



dx 

tl+x 



(b) I 2 = J %dx 

(c) / 3 = J (rQzp 

(d) J 4 = J(x 2 -1)^ X 3 -3xdx 

(e) J 5 = / 

(f) /. = / 
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46. EXERCICE : 

Calculer les integrates et primitives suivantes on utilisant une integra- 
tion par partie : 

1)71 = Jtsin(2t)dt 2)12 = J ^= 3) 13 = J arcsin(t)dt 4) 
IA = J e t cos 2 (t)dt5) 15 = J sin(ln(t))dt 6) I&J t 2 e*dt 

47 EXERCICE : 

Calculer les integrates et primitives des fractions rationnelles suivantes : 

h = fj 3) h = f 4^dx 4) U = J ^^^ dx5) 
h = j { J:^ dx 6) J 6 = j ^dx 7)I 7 = j ^dx 8) 

48 EXERCICE : 

(a) Justifier la definition de l'application I de R \ { — 1, 1} dans R 
definie par : 

/2tt 
ln(x 2 -2cos{e).x + l)d6. 
o 

(b) Montrer que I est paire . 

(c) Pour tout 9 6 M ; decomposer le polynome x 4 — 2cos(6).x 2 + 1 en 
produit de polynomes irreductibles dans R[X]. 

(d) Soit x G — 1; ljcalculer I(x2) en fonction de I(x) ; puis /(x 2 ™) 
en fonction de I(x) pour tout iigN 

(e) Deduire des resultats precedents la valeur de I(x) pour xeR, |x| < 
1 . 

(f) Apres avoir calculer I(^) ; determiner la valeur de I(x) pour x £ 
R,\x\ > 1 

(g) Retrouver les resultats de 5) et 6) directement a l'aide des sommes 
de Riemann. 
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INTEGRALES GENERALISEES 

1. EXERCICE : 

Etudier la nature des integrates suivantes a partir de la definition et 
les calculer eventuellement : 

Kdt ^ dt 



o 1 ^ J o sin(t) 



f 1 —^—^ f 1 hl ^\. dt 
J 0 tHt) at i 0 (i+*F at 

/+oo r+i 
e~ ax dx (a € R) / 
o Jo 



2 EXERCICE : 

Etudier la nature des integrate suivantes : 

r+oo r+oo 



1W_ f °° (l-cosfo)) , . „s /* °° cos(x), „n / °° 

/+oo /■ ' 

„ Tfe* 5) / 



3 EXERCICE : 

Etudier la nature des integrates suivantes en determinant les limites 
correspondants : 



/■l r— fl 

1) y Ln(t)d* 2) J' 2 tg{t)dt 3) y (^§Ui 

/+oo r+oo 
i ^ 5) J i arctg{\)dt 



4 EXERCICE : 

r-\-co 

i 



/' + OO 
^ cos(i) cos( \)dt est absolument convergente 

r+OO 

2) En deduire la nature de / sin(i) sin(j) dt 

J 0 



5 EXERCICE 5 : 

En utilisant la definition , montrer que les integrates suivantes 
sont convergentes et calculer leurs valeurs : 

/+oo ^ r+oo ^ 

o fz+l+i et J = J i ^(t+i) 
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6 EXERCICE : 

Etudier la convergence des integrates suivantes : 

/+oo r+oo . ... rl 

7 EXERCICE : 

Etudier la convergence des integrates impropres suivantes 
et calculer leurs valeurs le cas echeant : 

r+oo rl r+oo 



dx 



8 EXERCICE : 

r+oo 

Soit 1 'integrate I± = j 
Jo 



dt 



1) Montrer que 1\ est convergente ( le calcule de 1\ n'est pas demande) 

2) a) Effectuer la decomposition en elements simples de la fraction 
rationnelle , \* 

(rappel : 1 + t 3 = (1 + t)(l - t + t 2 ) ). 

rx 

b) Soit x > 0 . Calculer / 1 _^ t3 dt c) Endeduire la valeur de l\ 

r+oo 

3) On considere l'integrale I2 = J (l+t 3 ) 2 

Etablire une relation entre l\ et I2 permettant d'exprimer I2 en 
fonction de 1\ 

r+oo 

4) Soit I n = (i+t s ) n ' avec n un en tier non nul . 

J 0 

Montrer que I n est convergente 

5) montrer que I n +i < I n pour tout n 

6) Montrer que Ton a : 0 < J n < pour tout n > 1 

7) Deduire de ce qui precede que la suite I n est convergente et calculer 
sa limite 

8) Etablire une relation entre I n et I n +i . En deduire l'expression de 
I n+1 en 

fonction de I\ . 
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9. EXERCICE 

Calculer les integrates generalisees suivantes : 

p— r — 

( b ) J 0 3m+2 j\os(t)Ln(tg(t))dt 

10 EXERCICE 

Calculer les integrales suivantes : 

r+oo r+oo r+oo 

/_\ / dt I dt I dt 

[ ' J 0 J-oo Jo W 

/■+oo „ f+OO f + OO 

fi \ / 2f 2 +ldf / dt / f 2 dt 



(c) 



+0O 



/i t 6 (l+* 1() ) 

11. EXERCICE 



(a) r 

J a 



Calculer les integrales suivantes : 

rb 

dt 

y/{t-a)(b-t) 
fl ^_ 

^ ' 1 (l+<2)Vl-t 2 
+oo 



(c) / 
(d) 



Ln(l-t 2 )dt 
t 2 



1 Ln(t)dt 



(e) 

/•+°° .3 

(f) i fr 



a-t 

"+00 

t 

12. EXERCICE 



Ln(t) df 



Calculer les integrales suivantes : 

r+oo 



r+oo 

(a) / Ln(l + ^)dt 
Jo 

r+oo 

(b) / Ln( 
Jo 

(c) 



1+i 
1-t 



(a 2 +t 2 ) 2 



+ °° Ln(t)dt 
1+t 2 
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Ln(t)dt 

(i+t)vT=i* 



dt 
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1. EXERCICE 

On considere l'equation differentielle : {E) : x(x — l)y' + y = x . 

1) Determiner les solutions deflnies respectivement sur chacun des in- 
tervalles : 

/i=]-oo,0[;J 2 =]0,l[;/ 3 =]l»+oo[ 

2) Montrer qu'il existe une infinite de solutions deflnies sur I\ = 
]-oo,0[. 

3) Montrer qu'il existe une et une seule solution definie sur R 
2 EXERCICE 

Integrer l'equation (en precisant les intervallles de definitions maxi- 
males.) 

(x 2 + Ax- 5)y' - 3(x + y) = (x + 5) 3 



3 EXERCICE 

Integrer l'equation differentielle : (1 + x 2 )y' + xy + x 2 = 0 

4 EXERCICE 

Integrer les equations differentielles suivantes : 

(1) y'sin 2 (x) - ytg(x) = tg(x) 

(2) y" + y' + y = xsin(x) — cos(x) 

5 EXERCICE 

On considere l'equation differentielle suiante : 

(E) : 2(x - l)y + y = sin(2x) + x 2 

1) Resoudre (E) sur ] — oo, 1[ et sur ]1, +oo[ ( on laissera les solutions 
sous forme integrale ). 

2) Soit (p la solution de (E) telle que <p(0) = 0 . montrer que pour tout 



60 



CHAPITRE 4. LES EXERCICES 



n > 4 on a : 

2(x - l)y n (x) + (2x - l^-Hx) = 2 n - 1 sin(2x + (n - 1).|) 

3) En deduire que <p est de classe C°° sur ] — oo, 1[ et donner le devel- 
loppement limite de <j) a l'ordre 5 au voisinage de 0. 

6 EXERCICE 

On considere I'equation different ielle : 

(E) : y" - (Ax - l)y + (4x 2 - 2x)y = 0 

Pour A G 1, on pose u(x) = y(x).e^ X ' x ^ 

a) Ecrire I'equation (E\) que doit verifier u , sous la forme : 

(E x ) : u" + A(x)u + B(x)u = 0 

ou A(x) et B(x) sont des polynomes en x . 

b) Ecrire I'equation (Eq) : que remarquez vous . 

c) Montrer que Ton peut choisir A pour que B(x) soit de degre stric- 
tement < 2 et resoudre I'equation correspondante . 

d) Donner les solutions de (E). 



7 EXERCICE 

Integrer les equations differentielles suivantes : 

1) (x 2 -x)y' = y 2 + y 2) y 2 + (x 2 -xy)y' = 0 3) y' = xe x y 

4) xy' = y' + xcos 2 (|) 5) y' + ytg(x) — sin(2x) = 0 6) 

xy' + y — y 2 Ln(x) = 0 

8 EXERCICE 

Resoudre I'equation differentielle : \x\y' + y = x 2 . 

a) Montrer qu'il existe une infinite de fonctions definie et contiues sur 
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la droite reelle qui pour x < 0 et x > 0 sont solutions de l'equation 
different ielle . 

b) Montrer qu'il existe une seule qui est derivable en 0. 

9. EXERCICE 

Resoudre les equations differentielles suivantes : 

(a) y' - ^ = 0 

(b) 

(c) xy'(2y - x) - y 2 = 0 

(d) y' - y = xy 2 

10 EXERCICE 

Soit {E) l'equation differentielle de Bernouilli definie par : 



y' + 2y = y 2 (2x 2 + 3) (E) 

(a) Resoudre (E) 

(b) Donner la solution particuliere y p verifiant y p {0) = 1 

(c) Donner le developpement limite a l'ordre 2 au voisinage de zero 
de y p . 

(d) En deduire l'equation de la tangente en 0 et la position de la 
courbe par rapport a celle-ci . 

11 EXERCICE 

Integrer les equations differentielles suivantes en separant les variables : 

- y' = e x+y 

- y'Vl - x 2 + y 2 

- xy' + 2y = xyy' 

- x{\ - y 2 )y' + y(l - x 2 ) = 0 

12. EXERCICE Integrer les equations differentielles lineaires suivantes : 
(a) *) y' = x + y *) xy' = 2y + x 
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(b) *) xy' — y = Ln(x) 

(c) *) x(y' -y) = e x 



*) y' — ycos(x) = sin{2x) 
*) y' + ycotg(x) = e cos ^ avec y(|) = 0 



13 EXERCICE 

Resoudre les equations differentielles suivantes : 

(a) y' = (x + y + l) 2 

(b) y' = Vy - 2x + 3 + 2 

(c) y' = tg 2 (x + y) 

14 EXERCICE 

Resoudre les equations differentielles suivantes( a et m sont des para- 
metres reels) : 

- y" - 2y' + (1 - a)y = 0 

- y" - 3y' + 2y = x 3 

- y" + y' + y = cos(mx) 

15 EXERCICE 

Resoudre les equations differentielles du second ordre suivantes : 

- y" + 2y' + y = 2x 2 e :E + e - * 

- y" - 2y = xe 2:E - 2xe x 

- y" —2y' + y = x + xe~ x 

- y" + 2y' + y = e~ x sin 2 (x) 

16 EXERCICE 

Soit (p(x) = - pour x > 0. 

a) Calculer ^.(/j" + 2y/ + ip. 

b) Resoudre l'equation differentielle suivante : 




17 EXERCICE 



On considere l'equation differentielle suivante : 



xe 



y" ~2y' + y 



1 + x 2 



(E) 
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On pose z(x) = y(x)e~ x 

a) Ecrire l'equation differentielle que verifiera z si y est solution de (E). 

b) Resoudre l'equation verifier par z. 

c) En deduire les solutions de (E). 

18 EXERCICE 

On considere l'equation differentielle suivante : 

(F) (l + x 2 )y" + 4xy' + (1 - x 2 )y = 0 

On posant z(x) = (1 + x 2 )y(x) resoudre l'equation (F) 

19 EXERCICE 

Considerons l'equation differentielle suivante : 

(lW-^-y 2 = -4* 2 
x 

1) Verifier que la foncyion yo = 2x est solution de l'equation (1). 

2) Montrer que y = yO + z est solution de l'equation (1) si est seulement 
si z est solution de l'equation differentielle : 

(2) z - (- +4x)z - z 2 = 0 

3) resoudre l'equation (2) . 

4) En deduire les solutions de (1) . 

20 EXERCICE 

Resoudre les equations differentielles suivantes : 

(a) y' = y(l + y). 

(b) y' = sin{x).sin{y). 

(c) 2yy'^ = Vu 2 ^- 

(d) 1 + xy = e y avec condition initiale y(l) = 1. 



